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Abstract: On the basis of research on engagement principle of spur gear drive，a design method of tooth profile
based on line of action is presented． The mathematical models，including the equation of action line，the equation
of the tooth profile for the driving gear，and the equation of the conjugate tooth profile，are established based on the
meshing theory． The simulation result of the specific example demonstrates the design method is correct and feasi-
ble． The contact ratio of the proposed gear drive is calculated． A comparison study of the contact ratio with the in-
volute gear drive is also carried out in this work． It will be better to control the performances of a gear set by specif-
ying the shape of action line rather than specifying tooth profiles of mating gear．

















第 3 期 王 建等: 面向啮合线的齿廓数学模型的建立及算例分析
1 面向啮合线的齿廓数学模型的建立
1. 1 齿廓方程
图 1 所示为齿轮啮合坐标系，图 1 中: 齿轮 1 与
坐标系 Σ1 ( O1，x1，y1 ) 相固联，齿轮 2 与坐标系 Σ2
( O2，x2，y2 ) 相固联，坐标系 Σ0 ( O0，x0，y0 ) 以节点
O0 为原点。φ1 和 φ2 分别表示齿轮 1 和齿轮 2 的转
角，r1 和 r2 分别为两齿轮的分度圆半径。















Σ0 ( O0，x0，y0 ) 变换到坐标系 Σ1 ( O1，x1，y1 ) 下，可
得齿轮 1 的齿廓在坐标系 Σ1 ( O1，x1，y1 ) 下的方
程为
r1 =
r1 sinφ1 ( θ) + x0 ( θ) cosφ1 ( θ) + y0 ( θ) sinφ1 ( θ)










同样，将啮合线的方程由坐标系 Σ0 ( O0，x0，
y0 ) 变换到坐标系 Σ2 ( O2，x2，y2 ) 下，可得齿轮 2 的
齿廓在坐标系 Σ2 ( O2，x2，y2 ) 下的方程为
r2 =
r2 sin
φ1 ( θ)[ ]i + x0 ( u) cos
φ1 ( θ)[ ]i － y0 ( u) sin
φ1 ( θ)[ ]i
－ r2cos
φ1 ( θ)[ ]i + x0 ( u) sin
φ1 ( θ)[ ]i + y0 ( u) cos


















［x0 ( θ) ］
2 + ［y0 ( θ) ］槡 2
［r1x0 ( θ) φ'1 ( θ) +
x0 ( θ) x'0 ( θ) + y0 ( θ) y'0 ( θ) ］
dθ
dt = 0 ( 4)
由式( 4) 可得
φ'1 ( θ) = －




























( 1 + i) x0 ( θ) x'0 ( θ) + { y0 ( θ) +








如图 2 所示，在坐标系 Σ0 ( O0，x0，y0 ) 中，以 O'
为圆心，分别以 a1 和 b1 ( a1 ＞ b1 ＞ 0) 为半径作两个
圆，O'B 与 y0 轴的夹角为 θ，且与小圆交于 A 点，过
B 作 x0 轴的垂线 BN，过 A 作 BN 的垂线，垂足为 M，
根据椭圆的形成原理，M 点的轨迹就是椭圆。将图
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2 中椭圆的点划线部分作为两齿轮在第一象限的啮
合线，因此，两齿轮的啮合线在第一象限的方程为
x0 = a1 sinθ
y0 = b1 ( 1 － cosθ
{ ) 0 ＜ θ ＜ π2 ( 9)
令 b1 = k1 r2，k1 是 b1 与 r2 的比值，r2 为齿轮 2
的分度圆半径。
将式( 9) 代入式( 4) ，啮合方程为
r1a1sinθφ'1 ( θ) + a
2
1 sinθcosθ + b
2
1 sinθ( 1 － cosθ)
［a1sinθ］
























将式( 9) 和式( 12) 代入式( 2) 和式( 3) ，两齿轮
在第一象限的啮合线对应的齿廓方程为
x1 = r1 sinφ1 ( θ) + a1 sinθcosφ1 ( θ) +
b1 ( 1 － cosθ) sinφ1 ( θ)
y1 = r1cosφ1 ( θ) － a1 sinθsinφ1 ( θ) +








x2 = r2 sin
φ1 ( θ)[ ]i + a1 sinθcos
φ1 ( θ)[ ]i －
b1 ( 1 － cosθ) sin
φ1 ( θ)[ ]i
y2 = － r2cos
φ1 ( θ)[ ]i + a1 sinθsin
φ1 ( θ)[ ]i +
b1 ( 1 － cosθ) cos
















x0 = － a2 sinθ
y0 = － b2 ( 1 － cosθ
{ ) 0 ＜ θ ＜ π2 ; 0 ＜ b2 ＜ a2
( 15)
令 b2 = k2 r1，k2 是 b2 与 r1 的比值，r1 为齿轮 1
的分度圆半径。
同样方法可求得其啮合方程为
－ r1a2sinθφ'1 ( θ) + a
2
2 sinθcosθ + b
2
2 sinθ( 1 － cosθ)
［a2sinθ］
























将式( 15 ) 和式( 18 ) 代入式( 2 ) 和式( 3 ) ，两齿
轮在第三象限的啮合线对应的齿廓方程为
x1 = r1sinφ1( θ) － a2sinθcosφ1( θ) － b2( 1－ cosθ) sinφ1( θ)
y1 = r1cosφ1( θ) + a2sinθsinφ1( θ) － b2( 1－ cosθ) cosφ1( θ
{ )
( 19)
x2 = r2 sin
φ1 ( θ)[ ]i － a2 sinθcos
φ1 ( θ)[ ]i +
b2 ( 1 － cosθ) sin
φ1 ( θ)[ ]i
y2 = － r2cos
φ1 ( θ)[ ]i － a2 sinθsin
φ1 ( θ)[ ]i －
b2 ( 1 － cosθ) cos
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啮合线在第三象限时，对应的是齿轮 1 的分度圆以
下部分和齿轮 2 的分度圆以上部分的齿廓。














将式( 15) 代入式( 7) ，可得齿轮 1 不存在根切
的条件为
θ = acos
ab2 － ( 1 + i) b
2
2





设计齿数 z1 = 15，传动比 i = 1. 2，模数 m = 2，齿
顶高系数 h*a = 1，顶隙系数 C
* = 0. 25，齿根用圆弧
过渡。因为 a1 ＞ b1、a2 ＞ b2，令 a1 = k3b1 ( k3 ＞ 1 ) ，a2
= k4b2 ( k4 ＞ 1 ) ，当上述齿轮参数确定以后，齿轮齿
廓的形状就只与 k1、k2、k3、k4 这 4 个系数有关。
图 4 为不同系数下齿轮啮合示意图。
图 4 不同系数下齿轮啮合示意图
图 5a) 和图 5b) 分别为当 k1、k2、k3、k4 分别取两
组数值时，主动齿廓和从动齿廓与相同参数( 齿数
z1 = 15，传动比 i = 1. 2，模数 m = 2，压力角 α = 20°，
齿顶高系数 h*a = 1，顶隙系数 C
* = 0. 25 ) 的渐开线
齿廓的对比示意图，图中 1 和 3 分别表示渐开线齿
轮的主动齿廓和从动齿廓，2 和 4 分别表示第 1 组
参数下的主动齿廓和从动齿廓，5 和 6 表示第 2 组
参数下的主动齿廓和从动齿廓。
由齿廓方程、图 5 可知
图 5 2 组齿轮齿廓与渐开线齿廓对比图
1) 系数 k1 和 k3 与齿轮 1 分度圆以下部分和齿
轮 2 分度圆以上部分的齿廓无关，只与齿轮 1 的分
度圆以上部分的齿廓和齿轮 2 的分度圆以下部分的
齿廓形状; 系数 k2 和 k4 与齿轮 1 分度圆以上部分










必须使重合度 ε ＞ 1。齿轮副的重合度定义为一对
轮齿从开始啮合到终止啮合过程中某一轮齿所转过
的角度与同一齿轮单个齿距圆心角的比值［6，7］。如
图 6 所示，坐标系 Σ1 ( O1，x1，y1 ) 与齿轮 1 即主动
齿轮相固联，坐标系 Σ2 ( O2，x2，y2 ) 与齿轮 2 即从
动齿轮相固联( 未画出) ，抛物线 BC 为齿轮啮合线，
C 点是啮合线与齿轮 1 齿顶圆的交点，B 点是啮合
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式中: Ψ 为 O1B 和 O1C 的夹角。
图 6 齿轮副重合度计算模型
2) 计算结果
利用 Matlab 编程，根据式( 9) 和式( 15) ，可求得
啮合线与主从动齿轮齿顶圆的交点即 C 点和 B 点




z1( tanαa1 － tanα') + z2( tanαa2 － tanα')
2π
( 24)
式中: z1 为齿轮 1 的齿数; z2 齿轮 2 的齿数; α'为齿轮啮








渐开线齿轮 1. 505 6
第 1 组参数下的齿轮 1. 941 3








廓形状只与椭圆方程中的 k1、k2、k3 和 k4 这 4 个系
数有关，第一象限的椭圆方程中的系数 k1 和 k3 与
齿轮 1 分度圆以下部分和齿轮 2 分度圆以上部分的
齿廓无关，只与齿轮 1 的分度圆以上部分的齿廓和
齿轮 2 的分度圆以下部分的齿廓形状，而第三象限
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